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伪谱法在飞行器轨迹优化中应用分析
胡松启，陈雨
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摘 要：伪谱法作为一种在飞行器轨迹优化领域广泛应用的方法，国内外缺乏对其进行

综合研究分析的相关文献。介绍了伪谱法在飞行器轨迹优化领域的发展现状，详细分析了已

应用于飞行器轨迹优化的4种伪谱法的特点和应用情况，总结了这4种方法优缺点：Legendre

伪谱法研究较早、应用最为广泛，Gauss伪谱法和Radau伪谱法精度较高，而Chebyshev伪谱

法理论上精度高但研究刚起步。伪谱法具有全局特性，计算精度高，收敛快，但也存在缺乏

收敛解判定准则、难以处理非光滑问题等不足。介绍了伪谱法在处理bang—bang控制问题时

所遇到的困难，对伪谱法的改进工作做出总结：改进算法，研究与其他算法相结合的优化方

法。总体而言，伪谱法在轨迹优化问题上的应用前景很广。
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Analysis of pseudospectral methods applied to

aircraft traj ectory optimization
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Abi由似：The pseudospectral methods are widely used in the field of aircraft trajectory
optimization．There is lack of relevant literatures about comprehensive research and analysis on the

pseudospectral methods at home and abroad．The development status of the pseudospectral methods

in the field of aircraft trajectory optimization is described in this paper．The characteristics，

application situation，advantages and disadvantages of the four common pseudospectral methods are

analyzed．They are Legendre pseudospectral method，Gauss pseudospectral method，Radau

pseudo-spectral method and Chebyshev pseudospectral method．Difficulty in dealing with bang-bang

control problems is introduced．The improvement about the pseudospectral methods are summarized．

The algorithm was improved and some optimization methods combining with other algorithms were

studied．Generally speaking，the pseudospectral methods have a wide application prospect in the
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trajectory optimization．
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0引言
应用。

飞行器的轨迹优化问题在本质上是一类连续

的动态最优控制问题。早期的研究都采用解析法

推导轨迹最优解。该方法对于简单的线性系统比

较有效，对复杂非线性系统就有些力不从心。因

此，学者们逐渐把研究的焦点转向了数值解法。

数值方法很多，一般分为间接法和直接法⋯。间

接法存在收敛域小、难以估计协态变量初值等不

足，且对于多路径约束，间接法的推导过程十分

复杂。直接法避免了间接法在优化过程中遇到的

求解两点边值问题，使得轨迹优化问题的求解更

适用于数字计算机的特点，更易于实现。近些年

来，直接法中的一类基丁正交配置的伪谱法，由

于其具有全局特性、高精度和高效率，在轨迹优

化领域得到广泛应用。

伪谱方法源于早期求解流体力学问题的谱方

法。伪谱法的基本原理是将最优控制问题转化为

具有一系列代数约束的参数优化问题，即非线性

规划问题(NLP)[21。伪谱法在一系列配置点上离散

状态变量和控制变量，并以这些离散点为节点构

造全局插值多项式来逼近状态和控制变量。通过

对全局插值多项式求导来近似状态变量对时间的

导数，且在一系列配点上满足动力学方程函数约

束，从而将微分方程约束转换为一组代数约束，

这样最优控制问题就转化为NLP问题。伪谱法的

最大优点在于可以利用相对较少的离散点得到极

高精度近似解，随着插值阶次升高其误差将快速

下降，精度要求不高情况下可以降低插值节点数

进行求解，这也有效的减小了存储空间。

20世纪80年代，Chebyshev伪谱法最早被应

用到最优控制问题【31。随后，Legendre伪谱方法

应用于地球一火星轨道转移模型研究[4】。在飞行器

轨迹优化中，伪谱方法用于上升段、再人段、编

队飞行和轨道转移等方面的最优控制问题。本文

详细介绍伪谱法在飞行器轨迹优化方面的发展和

1伪谱法在飞行器轨迹优化方面的

应用

伪谱法在飞行器轨迹优化方面，应用较为广

泛的伪谱法主要有4种[51：Legendre伪谱法(LPM)、

Gauss伪谱法(GPM)、Radau伪谱法(RPM)和

Chebyshev伪谱法(CPM)，其中Legendre伪谱法

和Gauss伪谱法是最近发展最为迅速的优化方

法。下文分别对这4种伪谱法的发展应用做详细

的介绍。

1．1 Legendre伪谱法

Legendre伪谱法由Elnagar于1995年首次提

出14l。Legendre伪谱法使用全局正交Lagrange多

项式，在选取的Legendre—Guass—Lobatto(LGL)

配置点对状态变量和控制变量进行离散，将状态

方程转化为非线性代数方程，利用成熟的非线性

规划方法求解。这种方法可以提供指数函数的收

敛速度㈣，对初值猜测不敏感，收敛半径大。

Elnagar等人提出采用Legendre伪谱法在

LGL点处离散状态变量和控制变量，从而将最优

控制问题转化为非线性规划问题H。基于Legendre

伪谱法，对低推力运载火箭存地球火星轨道转移

的最短时间问题进行优化，得到的结果与传统方

法获得的轨迹相吻合，证明了该方法在处理最优

控制问题上具有高效性和jiL确性。

对于Legendre伪谱法的完善，贡献较大的是

Fahroo和Ross，他们提出了基于Legendre伪谱法

的协态映射定理17I。有效地估计了最优控制理论

中的Bolza问题所遇到的协态变量，通过Legen—

dre伪谱法将状态变量和控制变量在离散点的值

作为最优参数，使最优控制问题转化为一个标准

的NLP问题，证明了离散点处的协态变量等同于

近似NLP问题中的Lagrange乘子，Legendre伪

谱法近似估计协态变量与间接法得到结果一致。

此外，Ross和Fahroo研究了Legendre伪谱法的
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收敛性，通过Legendre伪谱法得到的NLP问题

以谱速率(spectral rate)收敛到原来连续的

Bolza问题[81。

在应用方面，Rao和Clarke基于Legendre伪

谱法研究了再人飞行器的性能优化问题，给出了

飞行器返回段的最优控制规律191。

Stanton和Proulx基于Legendre伪谱法对有

限推力的航天器轨道转移问题进行了研究[10】。建

立了轨道转移最优控制问题模型，以燃料消耗最

少优化目标，攻角为控制变量，轨迹夹角、飞行

高度和速度为状态变量终端约束。仿真结果表

明，Legendre伪谱法对轨道转移的初始条件的不

敏感，得到的最优解具有很好的鲁棒性。

Karpenko等人将Legendre伪谱法应用于

NASA太空望远镜TRACE的定向机动⋯】。假设

出基于TRACE动力模型和姿态控制系统的时间

最短的定向机动优化问题，建立TRACE的飞行

仿真模型。模拟结果和飞行试验数据对比表明，

所设计的时间最短优化轨迹满足指定约束条件。

张侃研究了Legendre伪谱法在高超声速飞行器滑

翔轨迹优化问题中的应用【12】。提出利用Legendre

伪谱法进行模型变换，结合遗传算法和SQP算法

的串行组合优化策略寻优的求解思路，解决了滑

翔轨迹中飞行器状态量变化剧烈致使优化过程收

敛较慢的问题。仿真示例说明Legendre伪谱法能

够处理轨迹优化问题，且优化精度较高，提出的

混合优化策略效果明显，适用于高超声速飞行器

的轨迹快速优化。

梅杰等人基于Legendre伪谱法研究了椭圆轨

道下卫星相对轨道转移的燃料最优控制问题【13】。

针对以真近点角为自变量的卫星相对运动动力学

模型，给出了和真近点角相匹配的性能指标，利

用Legendre伪谱法将最优控制问题转化为参数优

化问题，以状态转移矩阵为基础，给出了仅以初

末状态为约束的最优控制律。针对线性化模型，

给出了以状态方程为约束的最优控制律。

Legendre伪谱法以其高效率和实时计算能力

在飞行器轨迹优化中得到了广泛应用，是研究较

早、应用最为广泛的伪谱法之一，但是在计算精

度上需要进一步提高。

1．2 Gauss伪谱法

为了提高Legendre伪谱法的协态估计，2004

年，Benson第一次提出了Gauss伪谱法【14】。

Gauss伪谱法，采用Lagrange全局正交插值多项

式在一系列Legendre．Gauss(LG)配置点上近似

状态变量和控制变量。与其他伪谱法相比，

Gauss伪谱法能够以较少的节点获得较高的求解

精度，具有更快的收敛速度。

Benson等人提出了Gauss伪谱法，比较突出

的贡献就是证明得到高斯伪谱协态变量映射定

理114-151。高斯伪谱法其他伪谱法不同之处在于动

态约束不在边界点配置，这种配置和近似协态变

量一起构成的一组Karush—Kuhn—Tucker(KKT)

条件与一阶最优必要条件在LG点的离散化形式

是一致的。Benson就这种KKT条件和离散化的

一阶必要条件的等价|生进行了详细论证，使NLP

的解满足传统间接法的一阶最优性必要条件，避

免了一般直接法的缺点。

Huntington和Rao基于Gauss伪谱法研究了

宇宙飞船编队飞行的轨迹优化问题【16】。优化目标

是确定飞船编队从停泊轨道转移到参考轨道最少

燃料消耗的飞行轨迹。优化结果证明了Gauss伪

谱法应用于编队飞行的适用性。

此外，Huntington等人还对Gauss伪谱法求

解最优控制问题提出了改进方案，将庞特里亚金

最小值原理应用在边界点上，在起始点和终点更

精确的近似控制变量【171。在边界控制优化中，应

用初始状态变量和协态变量，获取更高的精度。

与采用外推法控制边界条件而言，显著提高了优

化轨迹的精度，可以应用在实时优化控制中。

Divya Garg等人将Gauss伪谱方法应用到非

线性无限域最优控制问题【181。证明了非线性规划

的KKT条件与离散的无限域最优控制问题的一

阶最优性条件具有一致性，应用KKT乘子向量

映射可以准确得到协态变量。

雍恩米等人基于Gauss伪谱法求解高超声速

无动力再入飞行器的快速轨迹优化问题【191。提出

了包括设计变量初值生成器、从可行解到最优解

的串行优化以及将轨迹分段的优化的策略。仿真

计算结果表明，在该优化策略下，应用Gauss伪
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谱法可以快速有效地求解高超声速飞行器多约束

条件下的再人最优轨迹。

姚寅伟和李华滨研究了基于Gauss伪谱法的

临近空间高超声速飞行器三维再人轨迹的快速优

化方法，采用“初值轨迹生成+Gauss伪谱法+

SQP求解NLP”的方法，在仿真过程中选取再入

总吸热量最小为性能指标，求解了满足多种约束

的再人轨迹，并将优化的结果与数值积分的结果

进行比较，验证了此算法有效性和可行性刚。

Gauss伪谱法是针对Legendre伪谱法的不足

改进得到，最重要的成果是证明了非线性规划的

KKT条件与离散的最优控制问题的一阶最优性条

件具有一致性。同时，和其他伪谱法相比，

Gauss伪谱法求解精度最高，发展很快，扩展了

该方法在飞行器轨迹优化中的应用。

1．3 Radau伪谱法

Radau伪谱法的计算精度仅次于Gauss伪谱

法，因其具有简单的结构、较高的精度和较快的

收敛速度，以及在处理连续时间最优控制问题上

的优势，得到了快速发展。

Fahroo和Ross采用Radau伪谱法解决无限

域非线性最优控制问题【21】。提出了基于Legendre．

Gauss—Radau(LGR)配置点的协态变量映射定

理，从而避免求解边界值问题。

Kameswaran和Biegler对Radau伪谱法的收

敛性进行研究，采用局部配点法将轨迹分段，在

每个段上离散状态和控制变量，取每段的步长无

限接近于零以实现收敛【列。这种方法在某种意义

上实现收敛，但不是“伪谱”意义上的实现。

Garg和Patterson等人介绍了Radau伪谱法

的基本理论，给出连续Bolza问题的一阶最优性

条件，解决了最优控制问题的协态估计，使得非

线性规划问题的KKT乘子向量可以较为精确的

映射到最优控制问题的协态变量嗍。

Darby等人结合Radau伪谱法和正交配点法

生成一种新的可变阶自适应伪谱控制算法，来处

理最优控制问题㈣。自适应算法对于非光滑问题

细化网格，对于光滑问题提高网格点上的多项式

逼近程度，提高解的收敛性。以可重复使用飞行

器返回段的水平位移优化为例，发现自适应伪谱

法比任何一个全局伪谱法效率高。

王铀等人针对无人作战飞机(ucav)对地

攻击轨迹规划问题，提出一种基于Radau伪谱法

的求解策略圈。建立了UCAV三自由度质点模型，

利用Radau伪谱法对UCAV对地攻击轨迹规划问

题进行仿真。仿真结果表明，该方法能以较高的

精度和速度生成满足各种复杂约束要求、连续并

且真实可行的最优轨迹。

Legendre伪谱法、Gauss伪谱法和Radau伪

谱法都是基于Lagrange多项式实现正交配置，3

种方法之间的区别主要在于离散点和配置点的选

择。3种方法在收敛效率上基本一致，Gauss伪

谱法和Radau伪谱法在计算精度上相似，明显优

于Legendre伪谱法[261。
1．4 Chebyshev伪谱法

1988年，Chebyshev伪谱法由Vlassenbroeck

和Dooren引人解决非线性最优控制问题【3】，是各

种伪谱法里应用最早的。

Chebyshev伪谱法具有很高的精度。主要原

因是，在Chebyshev．Gauss—Lobatto(CLG)配置点

处展开的离散插值多项式在最大范数形式上更加

逼近目标函数多项式，可以通过一个微分矩阵精

确得到这些多项式的导数。相比Legendre和

Gauss伪谱法，虽然Chebyshev伪谱法具有独特

的计算优势，但由于未能给出近似协态变量的映

射定理，缺乏验证最优解的有效手段，Chebyshev

伪谱法在最优控制问题上应用不够[271。

正因为如此，Chebyshev伪谱法在飞行器轨

迹优化中的应用研究较少。

Fahroo和Ross等利用Chebyshev伪谱法直接

求解有状态和控制约束的Bolza优化控制问题阎。

改进微分矩阵，且以状态和控制变量在CGL点

处的值作为非线性参数，有效解决了非线性问题

的求解。通过登月舱着陆轨迹优化等例子证明

Chebyshev伪谱法能够得到比数值积分更精确的

结果。

Mihaila用一系列Chebyshev多项式来近似未

知的函数而获得了偏微分方程的数值解例。并指

出相对于其他数值方法，Chebyshev伪谱法具有

更快的收敛速度和更高的精度。
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Elnagar和Kazemi在CLG节点采用“细胞一

平均”方法把最优控制问题离散化为非线性规

划问题㈣。对于不连续最优控制问题，提供了分

段处理不光滑性的解决方案。数值实例分析，验

证了该方法的收敛性。

万繁良建立了卫星编队相对运动、卫星编队

构形调整最优控制及摄动因素下Lambert问题的

Hamilton力学模型，利用Chebyshev伪谱法分别

对这些问题进行了求解【3l】。并通过算例验证了

Chebyshev伪谱法能够得到高精度解。

2010年，Gong Qi等人解决了Chebyshev伪

谱法中的协态变量估计这一长期存在的问题[271。

利用一个不同于离散状态变量的微分矩阵，降低

权重函数计算的难度，通过协态映射准则近似协

态变量，为Chebyshev伪谱法进一步的研究奠定

了理论基础。

Chebyshev伪谱法最早，但研究相对不足，

近些年来在飞行器轨迹优化领域的应用很少。相

比于上述介绍的3种伪谱法，Chebyshev伪谱法

的最大优势在于计算精度，对于最优解的数值近

似程度很高。随着协态变量映射定理的给出，考

虑到Chebyshev伪谱法的计算优势，其应用发展

空问很大。

可见，4种伪谱法在选取配点和离散插值多

项式上略有不同，致使计算精度和收敛速度也不

一样。此4种伪谱法共同的特点是利用具有全局

特性的插值多项式来逼近状态和控制变量，这种

全局特性用于求光滑轨迹优化问题具有很好的精

度和效率，在轨迹优化领域得到了广泛的研究和

应用。但是对于bang—bang控制问题，伪谱法的

计算效率较低，精度和效率很难保证，很难得到

全局收敛最优解。

2伪谱法在处理bang—bang问题时
存在的困难

一般伪谱法在处理bang—bang控制问题时存

在固有的困难。对于航天工程中广泛存在的燃料

最优轨迹设计问题(bang．bang控制问题)，捕捉

局部特征，伪谱法很难保证其精度和效率【321。伪

谱法求解bang—bang控制的困难还有一个诱因【33】：

在伪谱法中，离散网格点不是均匀的，它们通常

具有边界处稠密而内部稀疏的特征，由于加密的

网格主要落在了边界处，网格加密的方法对于提

高间断捕捉性能的效率也不高。

为了有效处理bang—bang控制所带来的困

难，基于全局多项式的伪谱法不得不放弃“全局

近似”而转回“局部近似”。这实际上是目前伪

谱法解决bang—bang控制问题的主要思路：不同

于全局配点法在整个时间段里进行插值近似，局

部配点法是将整个时间段分割成多个子区间，再

在每个子区间上分别选取一定数目的插值点，每

相邻两个子区间受状态变量、独立变量和控制变

量的连续性条件约束。国内外在处理bang—bang

最优控制问题卜进行了大量研究，多集中在对于

特定不连续轨迹优化问题的改进方面：

Rao和Ross基于Legendre伪谱法把连续

(时间)的最优控制问题转化为不连续多阶段的

最优控制问题[34-35l。每个阶段的状态参数、控制

和约束条件不尽相同，但状态、控制变量以及自

变量相互联系。在各个阶段上分别采用Legendre

伪谱法离散化处理，保证了NLP问题的结构稳定

性，提供了多阶段最优控制问题的一般解法。

宣颖等人基于Legendre法则的“结点”伪谱

法处理不连续问题[361，可以把一个无限维的动态

最优控制问题转化为有限维的静态优化问题[361。

以三级固体运载火箭轨迹优化为例，在惯性直角

坐标系中建立动力学模型，将火箭的飞行过程分

处理。算例结果验证了该算法在飞行弹道时间和

精度优化上的正确性和有效性。

杨希祥和张为华研究Gauss伪谱法在多级固体

运载火箭上升段轨迹快速优化设计中的应用[371。

针对多级固体运载火箭上升段轨迹优化的特点，

研究求解多阶段不连续最优控制问题的Gauss伪

谱法，引入连接点概念处理间断点，设计了边界

控制变量计算方法。为进一步提高轨迹优化速度，

设计了含初值生成器的Gauss伪谱法串行轨迹优

化策略，实现了固体运载火箭上升段轨迹快速优

化。仿真结果表明，优化轨迹在终端约束和路径

约束均得到很好满足，算法求解精度高，对初值

依赖性小，设计的边界控制变量计算方法可行。
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王立峰和汪洋等给出了Chebyshev局部配点

法的应用提供理论基础，研究了Chebyshev局部

配点法收敛性和稳定性【38】。以Hyper．sensitive问

题和Minimum—energy问题为例，结果表明，

Chebyshev局部配点法是可行有效，相比于传统

的插值法精度更高、计算速度更快，和经典

Chebyshev伪谱法相比也略有优势。

伪谱法求解bang—bang控制问题所遇到的不

“光滑”性困难源于其理论基础：全局近似。解决

这一困难还有两方面的问题需要处理：1)

bang—bang控制的切换时间序列需要高效、准确地

确定，这给算法实施带来了复杂性同时也将降低

计算效率；2)由“全局”转回“局部”将会导致

伪谱法原有优势的丧失，计算效率明显降低[391。

3伪谱法在轨迹优化方面应用展望

伪谱法虽然已经实际应用在飞行器轨迹优化

中，达到了预期的目的，但是依然存在一些不足

和需要改进之处：

1)进一步降低对初值的敏感性，提高实时性

要求。在解决非线性规划问题上，伪谱法由于计

算量小，具有较快计算速度，因此可以在实时陛

上进一步提高。伪谱法对初始值比较敏感，对于

任意初始值收敛到全局最优解难度很大，对于伪

谱法的研究要着重于降低初始值的敏感性，大幅

度提升整体计算时间，以便更贴近于实时应用。

2)建立全局最优解判断准则。伪谱法轨迹

优化的高精度只是建立在和其他方法对比基础

上，因此需要对伪谱法得到的结果进行最优性验

证，建立伪谱法全局最优解判断准测，从理论上

对伪谱法的最优解做出定性分析。

3)改进离散多项式，提高精度。伪谱法是

基于离散的直接数值法，采用拟合正交多项式近

似状态变量和控制变量，这势必存在一定的理论

误差，对最优轨迹的精度有影响，今后可以继续

开展新的模型变换方法的理论研究，优化配置点

的选取、改进离散多项式，使数值解的精度更接

近于真实解。

4)可以开展直接法和其他算法相结合的优

化方法，如遗传算法、粒子群算法等，不依赖于

初值的选取，满足快速优化的要求；与同伦技术

结合，避免bang—bang控制所带来的不光滑性困

难。以此提高伪谱法的应用范围。

迄今为止，伪谱方法已广泛应用于解决无人

机航迹规划、导弹制导、航天器轨道机动和人轨

飞行器上升段制导等大量的最优控制问题，成为

目前解决最优控制和轨迹最优化问题最有效的工

具之一。

国际空间站在2006年执行了一次大规模的

姿态调整。与以往不同的是，这次被称为“零推

进剂机动”的任务基于伪谱最优控制理论进行了

预先的轨迹优化[401，这是伪谱方法首次获得大规

模的实际应用。伪谱方法不仅使NASA节省了

150万美元的推进剂费用，而且实现了原本用现

有国际空间站控制算法不能完成的任务。此外，

在2010年，NASA再次采用伪谱控制理论开展对

太空望远镜TRACE定向机动试验研究，不同于

“零推进剂机动”的最小燃油消耗，此次任务的

目标是实现时间最优的大角度轨道机动，试验结

果取得一定的成功，验证了伪谱法可以应用提高

飞行器的在轨机动性能【11】。NASA的试验研究拓

展了伪谱法的发展方向，随着算法的不断优化改

进，在飞行器轨迹优化领域，将会实现更多的伪

谱算法应用实践，提高轨迹优化的效率和精度。

4结束语

本文较详细的介绍了伪谱法飞行器轨迹优化

领域的发展现状，总结了伪谱法在应用过程中存

在的一些问题和不足。随着伪谱法研究的不断深

入，在实际工程领域将会得到更大的发展和应用。
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